1°®  03. Dérivation ACTIVITES

@ Soit a appartenant a D¢. Pour tout h # 0 tel que a + h € Dy on appelle
taux d’accroissement de f entre a et a + h le nombre réel :
fla+h)—f(a)
h

X¥ Pour tout réel x, on pose : f(x) = 2x% — x + 1.

1. Montrer que, pour tout h # 0, le taux d’accroissement de f entre 1
etl+ hestégala:2h+ 3.
2. On obtient facilement le tableau de valeurs :

h 1 0,5 0,1 0,005 0,0001
1 -1
A +h})l f 5 4 3,2 3,01 3,000 2

De quel nombre semble « se rapprocher de plus en plus » le taux
d’accroissement de f entre 1 et 1 + h lorsque I'on fait « tendre h vers
zéro ». On dit que : f est dérivable en a = 1 et que le nombre dérivé
de f en 1 est égal a 3 et on écrit f'(1) = 3.

M Pour tout réel x, on pose f(x) = x? + 5x : vérifier que le taux
d’accroissement de f entre 2 et 2 + h est égala h + 9, en déduire f'(2).

[F]f'(a) = coefficient directeur de la tangente a CrenA(a;..) €C

si A et B sont deux points distincts d’une droite non verticale, alors le
coefficient directeur de cette droite est :

YB — Ya

a =
“E) Xp — Xy

@ La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a

admet pour équation : |y =f'(a)(x—a) + f(a)|.

(en développant on obtient I'équation réduite de la tangente)

Pour obtenir par lecture graphique f'(a) :
— on se place sur le point de la courbe de f d’abscisse a
— par lecture graphique on détermine le coefficient directeur de la
tangente a la courbe de f en ce point, il est égal a f'(a)

[D]Soit f définie en a et un peu autour. Lorsqu’il existe, le nombre dérivé
de f en a est la limite du taux d’accroissement de f entreaeta + h
lorsque I'on fait tendre h tend vers zéro et on le note f'(a) :

fla+h) - f(a)

5 .
a = lim
j—,(—zz. i h—0 h
nombre dérivé
de fena

Soit A(a; f(a)) € Cr : la droite passant par A et de coefficient directeur
f'(a) s’appelle la tangente a C; en A.

INE vx € R, f(x) = x2 4+ 6x — 5 : déterminer I'équation réduite de la
tangente a Cr au point d’abscisse 1, puis vérifier avec la calculatrice.

m On donne la représentation graphique  \ T

de f définie sur R par :
1
f(x)=§x2—3x+5

ainsi que les tangentes en deux points |

a coordonnées entieres. O

1. Par lecture graphique, déterminer f(2) et f'(2).
2. Parlecture graphique, déterminer f(6) et f'(6).
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On donne la représentation graphique YT L

de f définie sur R par :
fx)=—-x?+2x+1

ainsi que les tangentes a cette courbe

_
s
%

vV

-1

en deux points a coordonnées entiéeres. y

1. Par lecture graphique, déterminer f(3) et f'(3).
On admet que la tangente au point d’abscisse 1 est parallele a I'axe des
abscisses (« tangente horizontale ») : que vaut f'(1) ?
Retrouver ce résultat par le calcul.

3. Par lecture graphique dresser le tableau de variation de f et le tableau
de signes de f'(a) suivant les valeurs de a.

Vx € R, f(x) = x% — 10x + 3 : démontrer que : f'(a) = 2a — 10.
Déterminer en quel(s) point(s) de Cr la tangente est horizontale.

e si f(x) = x? alors f'(x) = 2x R
osi f(x) = x3 alors f'(x) = 3x? R

M démonstration du cours [dérivée d’une fonction affine]

1. Vx € R, f(x) = mx + p : démontrer que f est dérivable en a € Ret
donner f’(a), en déduire I'expression f'(x).

2. Soient a et b deux constantes : a I'aide de 1., donner sans justification
(ax + b)’, en déduire (x)" et (b)'.

[D]Lorsque le nombre dérivé de f en a existe on dit que f est dérivable en
a et Lorsque f est dérivable en tout nombre d’un intervalle donné alors on
dit que f est dérivable sur cet intervalle.

esif(x)=ax+b alors f'(x) = a R
osif(x) =x alors f'(x) =1
esif(x)=b alors f'(x) =0

m démonstration du cours [dérivée de la fonction carré]
Pour tout x € R on pose f(x) = x2 : démontrer que f est dérivable en

tout réel a et donner f'(a).

m démonstration du cours [dérivée de la fonction cube]
Pour tout x € R on pose f(x) = x3 : démontrer que f est dérivable en

tout réel a et donner f'(a).

[D] La fonction qui, a tout nombre a associe le nombre dérivé de f en a est
la fonction dérivée de f, notée f'.
On dit que la dérivée de I'expression f(x) est I'expression f'(x).

M démonstration du cours [dérivée de la fonction inverse]
1
Soit f la fonction définie sur R — {0} par f(x) = < démontrer que f

est dérivable en a # 0 et donner f'(a), en déduire f'(x) pour x # 0.

@ démonstration du cours [dérivée de la fonction racine carrée]

Soit f la fonction définie sur [0; +oo [ par f(x) = /x.

1. Montrer que, poura > 0 et hréelnonnultelquea+h > 0:

fla+h) —fla) _ 1
h “Va+h+va

2. En déduire que :
e f est dérivable en a > 0 et donner f'(a)
e f n’est pas dérivableena =0
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formule

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors u X v est
dérivablessurIetona: (uxv) =u' xXv+v X u.

On peutaussiécrire: (uxXv) =u' Xv+uxv.

formules

si f(x) == alors f'(x) = — 1—0;0[, 10; +oo[
Si f(x) =Vx alors f'(x) =ﬁ; 10; +oo[

Si f(x)=2a" alors f'(x) = na™1 R, n € N*
Formule

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k une
constante, alors les fonctions u + v, u — v et k X u sont dérivables sur I
etona:(u+v) =u+v,(u—v) =u -7, (kxu) =kxu'

Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer f'(x), en étudier le
signe puis dresser le tableau de variation de f sur R.

1. f(x)=2x+5)Bx—-1) 2. f(x)=*+1D(—x+2)

démonstration du cours [dérivée de u™]

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, déterminer (u?)’ et (u3)".

Théoréme fondamental (admis)
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle :

e si f' est positive sur cet intervalle, alors f est /7 sur cet intervalle
« si f est négative sur cet intervalle, alors f est \ sur cet intervalle
e si f' est nulle sur cet intervalle, alors f est constante sur cet intervalle.

formules : dérivée d’une puissance

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors u?, u3, ...,
u™, n € N* sont dérivables sur [ etona :

W?)' =2uxu'; W) =3u’xu'; (W) =nu"?!xu (admise)

M Calculer f'(x), en étudier le signe, dresser la tableau de variation de
fsurR:

1. f(x)=x3+x*—8x+1 2.f(x)=(x—-3)x?-3)+1

m démonstration du cours [dérivée de u x V]
u et v définies sur un intervalle I contenant a, dérivables en a, on pose :
Vx €1, f(x) = u(x) X v(x).

En revenant a la définition du nombre dérivé, démontrer que :

f'(a) =u'(a) xv(a) + v'(a) X u(a)

Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer f'(x), en étudier le
signe puis dresser le tableau de variation de f sur R.

1. f(x) = (x? + 4x — 5)? 2. f(x)=(-x+5)3

@ démonstration du cours
Soit v dérivable sur un intervalle I et ne s’annulant pas sur cet intervalle,

[dérivée de I'inverse d’une fonction]

on pose pourtoutx €1 :

1
f(x) =m
Démontrer que, poura € [ eth # Otelquea+h €l,ona:
fla+h)—f(a) v(a+h)—v(a)>< 1
h B h v(a+ h) x v(a)

En déduire que f est dérivable en a et donner f’'(a).
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formule : dérivé de I'inverse d’une fonction
Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I et ne s’annulant pas sur

1 1
cet intervalle, alors fonction ; XEIlwH ﬁ est dérivable sur [ et :

5 -=
v) 2

formule : dérivé d’un quotient
Soient u et v des fonctions dérivables sur un intervalle I, v ne s’annulant
u(x)
v(x)
u\' u'v-—v'u
, 0uU encore : (;) _—

pas sur cet intervalle, alors fonction ; x € I » ——= est dérivable sur I et

(u)’ u'v—uv

v 2 2

formule : dérivé de I'inverse d’une fonction
Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I et ne s’annulant pas sur

1 1
cet intervalle, alors fonction ; XEIlwH ﬁ est dérivable sur [ et :

5 -=
v) 2

Soient u et v des fonctions dérivables sur un intervalle I, v ne s’annulant

pas sur cet intervalle, alors fonction ; XEIlH UE i

formule : dérivé d’un quotient

est dérivable sur I et

wy' uv-—uv uwy'’ uv-—-7vu
( ) =———  ouencore: (—) —
v v

v 2

m démonstration du cours

7 7 . 7 . 7 u
Démontrer I'une des deux formules équivalentes donnant la dérivée de o

ﬂ Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer Dy, calculer
f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de f.

3
1. = 2. f(x) =——F—— 3. =
/@) x+1 /@) x*—3x—4 f&) x2—5
x+1 x*+4 4
4. f(x) = = 6. f(x)=x—1+——
fO=5 5 f@=5 J765) —
@ [recherche, grand classique]
. , mur
On veut construire, le Iong\ d’un mur, A0 op
un potager d’aire 18 m? et de forme = f [)()7‘(1(/( ' S
rectangulaire puis le cléturer sur ses trois alis l?’ -
cotés restés libres. B C

Déterminer les dimensions exactes de ce potager pour que la longueur de
cléture nécessaire soit minimale.

m démonstration du cours

Ve Ve . 7 . 7 u
Démontrer I'une des deux formules équivalentes donnant la dérivée de o

ﬂ Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer Dy, calculer
f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de f.

3
1 2
4. () =3 +5 s.f(x)=% G-f(x)=x—1+%

@ [recherche, grand classique]

On veut construire, le Iong\ d’'un mur, A T e ] D
un potager d’aire 18 m? et de forme ~ o potager -

..................

rectangulaire puis le cléturer sur ses trois SNSRI

cOtés restés libres. B C
Déterminer les dimensions exactes de ce potager pour que la longueur de

cloture nécessaire soit minimale.
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